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ПОЛЕЗНАЯ МОЩНОСТЬ ДВИГАТЕЛЯ БАРАБАННОЙ МЕЛЬНИЦЫ 
ПРИ БОЛЬШОМ ЗАПОЛНЕНИИ 
 
Введение. Одной из важнейших характеристик производительности бара-
банных мельниц (БМ) является величина так называемой полезной мощности 
(NПОЛ), вырабатываемой двигателем мельницы (ДМ). Это величина той части 
энергии в единицу времени, которая затрачивается двигателем на движение 
частиц (шаров, измельчаемого материала) внутримельничной загрузки (ВМЗ) 
внутри барабана относительно его рабочей поверхности (РП). Считается, что 
чем больше величина этой энергии, т.е. чем интенсивней движение ВМЗ, тем 
выше производительность БМ, [1, 2 и др.]. Поэтому обоснованное и правильное 
теоретическое определение NПОЛ является актуальной задачей в виду колос-
сальной энергоемкости процесса измельчения в наиболее распространенных 
современных измельчительных аппаратах – БМ. 
Актуальность рассматриваемой задачи, с научной точки зрения, подтвер-
ждается в последнее время большим вниманием украинских ученых, последние 
монографии, кандидатские и докторские диссертации которых [3-5] посвящены 
различным вопросам и подходам снижения энерго-, материалоемкости и трудо-
затрат процесса измельчения в БМ. Так, полученные новые теоретические или 
экспериментальные данные, закономерности, положения по внутренней меха-
нике БМ обязательно требуют уточненной их оценки. Такой общей, интеграль-
ной оценкой, на основании законов теоретической механики, может служить 
главный момент системы инерционных, гравитационных и фрикционных уси-
лий, действующих на ВМЗ – в рассматриваемом случае это полезный момент 
ДМ МПОЛ = NПОЛ·ω-1. Поэтому, цель настоящей работы – экспериментальное 
подтверждение обобщенной формулы мощности двигателя БМ для любых ве-
личин относительного заполнения барабана φ, равное отношению площади 
сегмента загрузки к площади круга πR12.барабана "в свету". 
Анализ литературы, посвященной теоретическому и экспериментальному 
определению NПОЛ как для лабораторных, так и промышленных мельниц [1], 
говорит, что повсеместно при выводе формул принята "плоская задача" – в ка-
ждом поперечном сечении барабана имеет место одинаковая картина распреде-
ления и движения (эпюра) частиц ВМЗ по всей длине барабана мельницы L. 
Это же допущение, для стационарного режима работы мельницы, принято и в 
настоящей работе. Формулы для NПОЛ удобно классифицировать по мере учета 
основных четырех безразмерных параметров, перечисленных в табл. 1. По этой 
градации можно судить о мере уточненного построения эпюр загрузки в зави-
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симости от количества введенных в рассмотрение технологических безразмер-
ных параметров φ, ψ, f1, fcp. 
 
Таблица 1 
Безразмерные параметры, влияющие на режим движения и эпюру ВМЗ 
Обозначение Смысл и расшифровка обозначений 
Относит. заполнение, 
Φ = (Ω – sinΩ) / (2π)  
Относительное заполнение барабана – отношение площади сегмен-
та ВМЗ к площади барабана в свету 
Относит.скорость, 
Ψ = ω/ωкр 
Относительная скорость вращения барабана (абсолютная – ω) пер-
вая критическая частота – ωкр 
Трение по футеровке, 
f1 
Коэффициент трения ВМЗ, как сыпучей среды по РП 
(футеровке) барабана 


























Коэффициент внутреннего трения ВМЗ, как сыпучей 
среды (угол естественного откоса, или угол откоса сыпу-
чей среды в движении) 
g = 9,81 м/c2 – ускорение свободного падения 
R1 – радиус РП барабана 
ωкр = (g/R1)1/2 – частота вращения барабана мельницы при центри-
фугирования крайнего слоя ВМЗ (первая критическая скорость ба-
рабана), [2] 
Примечания 
Ω – внутренний угол сегмента загрузки 
 
От этих же параметров зависят траектории движения частиц ВМЗ, харак-
тер распределения загрузки по сечению барабана и, конечно, режим работы 
БМ. Наиболее точная методика построения эпюры – та, где учитывается мак-
симальное количество безразмерных параметров φ, ψ, f1 и fСР. Однако, введение 
в рассмотрение внутреннего трения ВМЗ fСР на сегодняшний день не представ-
ляется возможным из-за отсутствия: 
1) данных о изменении реального fСР от скорости движения по наклонной 
плоскости и разрыхления ВМЗ, как сыпучей среды; 
2) обоснованного решения задачи о границах зон сегмента ВМЗ: частиц, 
движущихся по круговым траекториям – компактной зоне (КЗ); ссыпающейся 
части; части, находящихся в пяте отката; центральной зоне, образующих мало-
подвижное ядро; части, переходящей с круговых траекторий на параболиче-
ские, где обязательно имеют место Кориолисовы силы и др.  
3) данных о проскальзывании ВМЗ и влиянии соотношения f1 / fcp на по-
строение эпюры ВМЗ. 
В настоящей работе рассматривается наиболее правдоподобная и много-
кратно апробированная теоретическая формула Nпол проф. Андреева, зависи-
мость которой от ψ для водопадного режима (ВР) близка к линейной. Послед-
нее соответствует всем известным нам экспериментальным данным по замеру 
мощности (полезной и потребляемой) двигателей БМ, [2].  
 




























.  (1) 
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Здесь θ=θ(φ, ψ, f1) – угол поворота сегмента ВМЗ, рис. 1, {N0} – размерный 
коэффициент мощности, определяемый в зависимости от принятой системы 
измерения (СИ или СГС) как 
 






















где {А} – постоянная проф. Андреева; [1], V = πR12L – объем барабана мельни-
цы; GВМЗ= γ·V – вес ВМЗ; γ – удельный вес загрузки. 
Выражение (1) и входящий в него угол θ получены на основе уравнения 
равновесия ВМЗ в поворотном направлении, т.е. равенства (возникающих от 




Расшифровка и направления вышеперечисленных моментов-слагаемых 
показаны на рис. 1а, получаемое из последнего равенства уравнение для θ име-
ет вид 
 
f1(В(Ω)cosθ+ψ2C(Ω)/3)=A(Ω)sinθ,    (2) 
 
где А, В, С – функции заполнения и скорости, табл. 2. 
 
 
























Рис. 1. Сегмент эпюры ВМЗ при каскадном режиме работы БМ и направления моментов-
составлящих от усилий гравитации, инерции и трения (а):  
С – центр тяжести сегмента ВМЗ; 1 – КЗ; 2 – ссыпающаяся часть загрузки;  
3 – разделяющая парабола w(z) (граница КЗ). 
Сечение барабана лабораторной мельницы "в свету" и его геометрические параметры (б) 
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Полученное уравнение проф. Андреева (2) позволяет определить значение 
угла поворота θ сегмента загрузки при каскадном режиме движения ВМЗ путем 
сведения его к квадратному уравнению относительно тригонометрических 
функций угла θ. Затем, к последующему выбору нужного решения из очевид-
ного условия 0≤ θ ≤π/2, но только для значений Ω<π, табл. 3. Последнее огра-
ничение вызвано видом полученной аналитически функции В(Ω) и ее исходно-
го интеграла (ячейки с серой подложкой в табл. 2) а, именно, неопределенно-
стью: 
а) аргумента логарифмического слагаемого для значений Ω ≥ π. 
 
Таблица 2 
Составление уравнения равновесия сегмента ВМЗ в поворотном направлении 
(получение уравнения проф. Андреева (2) 
Слагаемые уравнения равновесия Полезный момент 
Усилия 
инерционные гравитационные 
Моменты  от 
усилий 
трения (произведение перенесенных на РП ради-
альных прижимающих на f1) "Скатывающих" 
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Таблица 3 
Варианты аналитического решения уравнения  
проф. Андреева (2) – определение θ= θ(φ, ψ, f1) 
Результаты решения примеров  
при ψ=0,6 и  f1=0,32 
угол Ω<π Ω=π Ω>π 









В этой таблице введены обозначения: 
а = а(Ω,f1); В = В(Ω); 
С = С(Ω,ψ) 























































































































б) угла β при R<R1; или неоднозначностью проведения аналитических вы-
кладок, например, в полярной системе координат с положительными и отрица-
тельными радиусами. Полученные проф. Андреевым функции А(Ω) и С(Ω, ψ) 
определены для всего диапазона 0≤Ω≤2π, а функция В(Ω) – только на половине 




Рис. 2. Зависимости безразмерных функций А(Ω), В(Ω), С(Ω, ψ) от заполнения барабана 
(внутреннего угла сегмента Ω). 
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Материалы исследований. При значениях Ω>π возникает прерывание сче-
та, связанное с нулевыми или отрицательными значениями аргумента логариф-
мического слагаемого-сомножителя В(Ω). В первом случае, при половинном 
заполнении барабана (φ=50%, Ω=π), перейдем к пределам, чтобы показать от-
сутствие разрыва функции В(Ω) на всем интервале изменения 0≤Ω≤2π. 
 

































































Во втором – преобразуем выражение В(Ω) избавляясь от отрицательных 







































Теперь окончательно можно построить непрерывную зависимость B(Ω) 
или B(φ) на всем интервале Ω или φ, которая показана (самая верхняя) на рис. 2 
сплошной и пунктирной линиями. 
Необходимость расчета механических характеристик взаимодействия сис-
темы "ВМЗ-барабан" при большом заполнении (Ω>π) обусловлена также тре-
бованиями наличия строгой, однозначной и апробированной теоретической 
части, которая обязательно должна работать на всем диапазоне Ω или 0≤ φ ≤ 1. 
Практическое использование формулы полезной мощности для большого за-
полнения также имеет место, что и указано в работах [6,7] при выборе рацио-
нальных заполнений φ=50…60% барабанных мельниц с решеткой. Указанное 
позволит иметь теоретическую основу для технологических задач с разделени-
ем ролей и значимости эффектов истирания и удара в БМ, и отказаться от су-
ществующего критерия зависимости производительности мельницы только от 
одного параметра – потенциальной энергии загрузки – подъема ее центра масс. 
Проведенный дополнительный анализ известных различных формул по-
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лезной мощности ДМ [1] показал неоспоримые преимущества теоретической 
формулы проф.Андреева NПОЛ, не смотря на имеющееся физическое не соот-
ветствие, выделенное в табл. 4. Для устранения этого недостатка использова-
лось свойство МПОЛ = const и, следовательно, dМПОЛ /dω=0, при линейной зави-
симости NПОЛ(ω)= МПОЛ ω. Получаемое здесь дифференциальное – линейное, с 
разделяющимися уравнение, оно последовательно дает: условия для определе-







θ −= ;     (3) 
 
и обобщенную формулу полезной мощности 
 
 
NПОЛ = γLR13⋅f1⋅B(Ω)⋅ω ={N0}⋅3f1⋅B(Ω)⋅ψ,     (4) 
 
где γ – удельный вес ВМЗ (произведение плотности и g = 9,81 м/с2). 
 
Экспериментальная проверка (4) является оговоренным ранее обязатель-
ным условием полноценного использования этого выражения. Оно выгодно от-
личается, от известных формул полезной мощности ДМ, разделением безраз-
мерных переменных φ, ψ, f1 и позволяет проводить необходимые действия с 
любыми Ω. Для выполнения этого требования были проведены специальные 
эксперименты на лабораторной установке барабанной мельницы, рис. 3. В ка-
честве ВМЗ использовалась чугунная дробь диаметром 3-5 мм. Характеристики 
установки приведены в табл. 5. Определенные веса (табл. 6) вращающихся час-
тей установки позволили применить известную формулу потребляемой мощно-
сти двигателя мельницы NПОТР=NХОЛ+NДОП+NПОЛ, найти фрикционные свойства 
ВМЗ – f1, начальную мощность двигателя n0 и приведенное сопротивление 
опорных подшипников – "плечо" lПР. 
Расчетная схема консольной мельницы к определению пространственных 
реакций опорных подшипников приведена на рис. 4. Согласно этой схемы, об-
щая формула расхода энергии ДМ составит 
 
(NПОТР – n0)·ω-1=(RA+RB)·lПР+γLR13f1B(Ω),    (5) 
 














C 22 , т.е. 
определяется двояко. Составляющие реакций являются функциями весов и тан-
генциального усилия червячного редуктора Ft на его колесе, перенесенного в 
плоскость оси вала установки. 
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Таблица 4 













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































HC=hC(Ft) и  Ft=МСОПР/rf . 
 
В то же время при игнорировании горизонтального изгиба вала – суммар-




Проведенные экспериментальные исследования показали, необходимость 
обязательного учета двух плоскостного изгиба вала в рассматриваемой уста-
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новке консольного типа и более точного определения суммарного (пространст-
венного) определения реакций подшипников в виде 22 CCC HVR += , то есть 















Рис. 3. Лабораторная установка барабанной мельницы консольного расположения  
(лаборатория кафедры горных машин и инжиниринга НГУ, 4/16): 
1 – металлическая (штатная) торцевая крышка; 2 – обечайка барабана мельницы;  
3 – ременная передача; 4 – червячный редуктор; 5 – двигатель;  
6 – стеклянная торцевая крышка;  
7 – тахометр; 8 – ваттметр; 9 – ВМЗ – чугунная дробь (φ=75%) 
 
Опыты холостого хода позволяют определить характеристику двигателя n0 
и приведенное плечо трения подшипников lПР, для чего решается система двух 
уравнений, вытекающая из общей формулы расхода энергии (5), рис. 5. Анало-
гичным образом будем поступать и при обработке остальных экспериментов 
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Таблица 5 
Характеристики консольной лабораторной барабанной мельницы 
Элементы мельницы Характеристики  
Консольный барабан D×L=300×208 мм 
Двигатель 
П-21 0,7 кВт S1 220 В   4,4А 
КПД-72% 1500 об/мин ГОСТ 
283-66 
Трансмиссия 
Ременная передача u = 2, 
червяч. редуктор u = 14, вал 
в опорных подшипниках с 
предохр муфтами 
Измерительные приборы Ваттметр, тахометр 
Торцевые крышки барабана 
стеклянная Gc = 1,2 кГ 
металлическая Gкр = 5 кГ 
Внутримельничная загрузка (чугунная дробь, диаметром  
шариков 3…5 мм), ее насыпная плотность γ = 4,5 Т/м
3
 
Обечайка барабана 15,8 кГ 
Фланец барабана 12,55 кГ 
Вал 8,45 кГ 
Составляющие  
барабана 
Шесть лифтеров 1,69 кГ 








Рис. 5. Опыты холостого хода – ВМЗ отсутствует 
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Полученные при этом значения промежуточных усилий и искомых харак-
теристик приведены в табл. 6. В результате проведенных расчетов принимаем 
средние значения 
 
lПР = 0,5·(3,06 + 2,952) = 3,006 мм; 
 
n0= 0,5·(19,237 + 21,17) = 20,203 Вт, 
 
соответствующие данной лабораторной установке. 
 
Таблица 6 
Обработка экспериментальных данных (по опытам холостого хода) 
 





Вт Ft VA VB HA HB 
lПР, 
мм 
1 10 30 3,997 1,903 4,568 3,107 
2 17 37,5 3,989 1,9 4,559 3,101 
3 24 43 3,677 1,757 4,202 2,867 





















1 14 39 4,73 2,496 5,991 3,121 
2 21 45,5 4,303 2,212 5,308 2,775 






















Следующие опыты проводились уже с различными степенями заполнения ба-
рабана мельницы φ. Полученные результаты приведены в табл. 7 и 8. Там серыми 
подложками отмечены минимальные значения горизонтальных усилий. Они затем 
сравниваются с традиционно рассматриваемыми вертикальными, для определения 
их долевого вклада в суммарный момент сопротивления опорных подшипников. 
 
Таблица 7 
Обработка экспериментальных данных (различная степень загрузки барабана) 





Вт Ft VA VB HA HB 
f1 
1 опыт –     13 ст.: φ=17,9%;  GBM3=11,7 кГ,  стекло 
1 11 76 18,258 8,694 20,87 0,251 
2 14 95 19,386 9,231 22,16 0,274 







8,85 21,24 0,257 











2 опыт –     13 ст.: φ=17,9%;  GBM3=11,7 кГ,  металлическая крышка 
1 6 42 14,037 6,684 16,04 0,143 
2 10 82 23,276 11,08 26,60 0,337 







8,614 20,73 0,229 
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Это – коэффициент трения ВМЗ, как сыпучей среды, о рабочую поверх-
ность барабана. Сравнение теоретических (5) и экспериментальных данных 
(табл. 7-8) потребляемой мощности приведено на рис. 5. Незначительные рас-
хождения являются вполне допустимыми для такого рода экспериментов. Они 
подтверждают правильность принятых допущений и предположений (влияние 
горизонтальных составляющих реакций опорных подшипников). Используе-
мый принцип экспериментальных исследований (отслеживание реакции систе-
мы "ВМЗ-БМ-трансмиссия-ДМ" на вносимые возмущения: во вращающуюся 
часть барабана – опыты холостого хода; изменение величины загрузки бараба-
на – φ – основные опыты) также не вызывает сомнений. 
 
Таблица 8 






Вт Ft VA VB HA HB 
f1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
3 опыт –     19 ст.: φ=26,2%;  GBM3=17,1 кГ,  стекло 
1 6 55 13,98 15,07 36,17 0,256 
2 12 84 13,4 13,81 33,16 0,217 
3 16 106 13,7 13,93 33,44 0,207 
4 16 107 13,86 14,1 32,21 0,211 
5 17 108 13,2 13,42 33,88 0,190 
6 18 118 13,94 13,79 33,08 0,203 
7 19 121 13,63 13,88 33,30 0,191 









14,12 33,18 0,188 











4 опыт –     37 ст.: φ=51%;  GBM3=33,3 кГ,  стекло 
1 4 49 25,3 24,9 59,9 0,375 
2 6 63 16,2 15,9 38.1 0.182 
3 9 90 20,5 20,2 48,4 0,259 
4 10 93 19,3 18,9 45.4 0,232 
5 11 98 18,7 18,4 44,1 0,218 
6 12 113 20,5 20,1 48,2 0,245 
7 13 117 19,7 19,3 46,4 0,228 





















5 опыт –    55 ст.: φ=75%;  GBM3=48,96 кГ,  крышка 
1 6 62 16,1 18,1 43.4 0.208 
2 7 74 18,0 20 47,9 0,263 
3 9 88 17,8 19,6 47,0 0.249 
4 12 106 16,9 18,6 44,6 0,212 
5 15 126 17.3 18,3 44,0 0,192 
6 16 135 17,4 18,6 44.7 0,195 
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Рис. 5. Теоретические (сплошные прямые) и экспериментальные (точки)  
данные потребляемой мощности двигателя лабораторной мельницы,  
соответствующие опытам табл. 8 
 
Выводы  
1. Получила экспериментальное подтверждение обобщенная теоретическая 
формула (4) полезной мощности двигателя БМ для любых заполнений. 
2. Показана необходимость обязательного учета реакций опорных под-
шипников в виде геометрической (векторной) суммы составляющих реакций, 
т.к. в некоторых случаях их вклад в сопротивление вращению – значителен, см. 
табл. 8, горизонтальные реакций – до 139% от вертикальных. 
3. Получена теоретическая зависимость безразмерного параметра мощно-
сти двигателя БМ для обобщенной формулы полезной мощности путем анали-
тического уточнения вида сомножителя 
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для всех значений внутреннего угла сегмента загрузки pi20 ≤Ω≤ . 
4. Проведенные исследования позволяют сформулировать следующую 
важную задачу внутренней механики БМ – экспериментальное и аналитическое 
определение реального угла поворота центра масс ВМЗ, который при этом 
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